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Priklad 1 Vyuzitim derivaci vysetfete, na kterych intervalech je funkce
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f(z) =3e”

rostouci a na kterych je klesajici. Najdéte lokalni extrémy a inflexni body
této funkcee.

Reseni: Funkce f(z) je definovina pro viechna z € R, tedy Dom(f) =
(—00,00). Prvni derivace
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f(z) = —3ze™ =
je rovnéz definovana pro vSechna x € R a je nulova v jediném bodé x = 0.
V intervalu (—o0,0) je funkce f(z) rostouct, jelikoz plati f'(z) > 0 a v inter-
valu (0, 00) je funkce f(z) klesajici, jelikoz f'(z) < 0.
V bodé z = 0 tedy nabyva lokdlniho mazima f(0) = 3, o ¢emz se lze pre-
svedcit také dosazenim do druhé derivace
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12 X
f"(z) = —3e” 2 +3z% =, f7(0)=-3<0.
Z4dné jiné extrémy vySetfovana funkce nema.
Inflexni body urc¢ime z nulovosti druhé derivace
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1)2 X
f'(r)=—-3e"7 +3z% 2 =3¢ z(2* —1)=0 = z==I.
Piiklad 2 Reste soustavu linedrnich algebraickych rovnic s parametrem a

(a+ 1)z + 229 =6,
r1+ (a+2)zy =6.



Diskutujte feseni vzhledem k hodnoté parametru a.

Reseni: Jedna se o nehomogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic.

Matice soustavy
fa+1 2
A= ( 1 a+ 2)

mé determinant detA = (a + 1)(a + 2) — 2 = a? + 3a = a(a + 3). Matice
a+1 2

rozsitena vypada
6
(A|b>_< 1 a+2 6>'

Pro hodnoty parametru a # 0 a a # —3 je matice soustavy regularni a
existuje tedy pravé jedno feSeni soustavy, které lze urcit napr. Cramerovym
pravidlem

~ detA’

(62 _[a+1 6
A1_<6 a+2>’ A2_< 1 6)'

Provedeme vypocty determinantii

detA; = 6a, detAs; = 6a

i=1,2,

X

kde

a dostavame jediné reseni
6 6
o = (5 rs)
platné pro vsechny hodnoty parametru, pro které a # 0 a a # —3.

Pro hodnotu parametru a = 0 je matice soustavy singularni. Radkovymi
ekvivalentnimi tipravami prevedeme matici rozsitenou (A[b) do tvaru

1 216 1 2]6
1 216 0 00 )"

odkud vidime, ze rank(A) = rank(A|b) = 1. Soustava ma nekoneéné mnoho
feseni, dimenze mnoziny feseni je 1. Mnozinu feseni je mozno zapsat para-
metricky napft. takto

T = 6 — Qt,

ZL‘QZt,



nebo pomoci fundamentalniho systému feseni (baze mnoziny Teseni)

(21, 29) = ((4,1)).

Pro hodnotu parametru a = —3 je matice soustavy rovnéz singularni.
Radkovymi ekvivalentnimi tpravami prevedeme matici rozsitenou (A|b) do

tvaru
-2 216 -2 2] 6
1 —-11]6 0 018 /)~
Vidime, ze rank(A) # rank(Ab), tedy soustava nemd feSeni, mnozina feseni
je 0.

Priklad 3 Uvazujte mnozinu
M = {a+bV2, a,beZ}

a na ni binirni operaci @ definovanou pro kazdé a; + b; /2, as + bev/2 € M
predpisem

(a1 + bl\g/i> S¥) (CLQ + bz%) = (CL1 + CLQ) + (bl + bg)\g/i

Rozhodnéte, jakou algebraickou strukturu tvori dvojice (M, @) (grupoid, po-
logrupu, monoid, grupu, abelovskou grupu).

ResSeni: Ovéiime, zda je bindrni operace & asociativni, tzn. zda pro kazdé
ay + b1\3/§, as + b2\3/§, as + b3\3/§ eM plati

(a1+b1\3/5)69((@2+b2\3/§)€9(a3+b3{“7§)) = ((a1+b1\3/§)@(a2+b2%))@(afrbg?/ﬁ).
Vypocteme levou stranu:
(a1 + b1V2) ® ((ag + b2v/2) @ (a3 + bsv/2)) =

= (a1 4+ 01V2) @ ((az + az) + (b + b3)V2) = (a1 + az + ag) + (by + by + b3) V2.

Vypocteme pravou stranu

(a1 4 b1¥/2) @ (ag + b2V/2)) @ (a5 + b3V/2) =



= ((a1+ag) + (b1 +b2)V2) ® (a3 + b3V/2)) = (a1 + ag + as) + (by + by + b3)V/2.

Vidime, Ze operace @ je skutecné asociativni (plyne z asociativity souctu).
Nyni vyzkousime, zda je binarni operace @ také komutativni, tzn. zda pro
kazdé a; + b1v/2, as + bav/2 € M plati

(a1 +b1V/2) @ (az + b2V/2) = (ag + baV2) @ (a1 + b1 V/2).
Vypocteme levou stranu:
(a1 + b1 V/2) & (a2 + 02V/2) = (a1 + az) + (by + Do) V/2.
Vypocteme pravou stranu
(a5 +bo/2) D (a1 4+ b1v/2) = (as+a1) + (bs+ 1) V2 = (a1 +az) + (by + bs) ¥/2.

Operace @ je také komutativni (plyne z komutativity souctu).

Zkusme najit neutrdlni (nulovy) prvek operace @, tzn. prvek o = o0 +
02v/2 € M takovy, ze pro libovolné a + b</2 € M plati

(a+bV/2) @ (01 + 03V2) = (01 + 02V/2) @ (a + bV2) = (a + bV/2).
Dle predpisu operace dostavame
(a+bV2) @ (01 +03V2) = (a+01) + (b+0y)V2 =
= (01 + 03V2) ® (a4 bV/2) = (01 + a) + (02 + b)V2 = a + bV/2.

Takze pro libovolné a,b € Z dostavame

at+or=0+a =a,
b+02:02+b =b.

Rovnice lze splnit jediné tak, ze 0, = 09 = 0 € Z. Takze neutrdlnim prvkem
operace @ na M musi byt prvek o = 0+ 0y/2 € M.

Nakonec vyzkousime, zda libovolny prvek a + b/2 € M mé inverzni
(opacny) prvek, oznacme jej napt. (a + by/2)* = a* + b*¥/2, takovy, Ze

(a+0V2) @ (a+bV2)" = (a+bV2)* @ (a+bV2) = 0 =0+ 0V2.
Dle predpisu operace dostavame

(a+bV2) ® (a* +b"V2) = (a+a*) + (b+ b*)V2 =



= (" +bV2)® (a+bV2) = (a* +a) + (" +b)V2 =0+ 0v/2.

Takze pro libovolné a, b € Z dostavame

at+a" =a"+a =0,
b+0"=0"+b =0.

Rovnice lze splnit jediné tak, ze a* = —a € Z a b* = —b € Z. Takze inverznim
(opa¢nym) prvkem k prvku a + bv/2 je prvek (a + bv/2)* = a* + b*V/2 =
—a—bv2€ M.

Zavér: Dvojice (M, ®) je komutativni grupa.

Priklad 4 Najdéte partikularni feseni diferencialni rovnice
(z+ 1)y +2y=0
splnujici poc¢atecni podminku y(1) = 1.

Reseni: Derivaci i zapfSeme jako 3 = dy/dx

dy
17 —
(x + )dx+my 0,

a provedeme separaci proménnych

df(y_ T

— dx.
Y rz+1

Podminky separace jsou y # 0 a x + 1 # 0. Splnéni podminky =z + 1 # 0 je
samoziejmosti , jinak by zadana rovnice nebyla diferencialni rovnici. Nulova
funkce y = 0 je trividlnim fesenim diferencialni rovnice. Po integraci obou
stran rovnice dostavame

1
/dy:_/ ° dxz—/aj_i_ dx—i—/ ! dx
Yy r+1 x+1 r+1

Inly|=—z+In|z+ 1|+ C,

kde C' € R je libovolna integrac¢ni konstanta. Po odlogaritmovani obou stran
posledni rovnice dostavame obecné feseni v explicitnim tvaru

y(x) =Ce *(xz+1).



kde C' € R je integra¢ni konstanta. Partikularni feSeni spliujici pocatecni

podminku y(1) = 1 uréime tak, ze dosadime po¢. podminku do obecného

reseni _

- 2C
y(1)=Ce ' (1+1) =" =1.
e
a vyjadiime hodnotu integra¢ni konstanty C' = e/2. Hledané partikulérni
reSeni zadané diferencialni rovnice pak je

e _, 1,
ho(@) = Se(a+ 1) = Se @+ 1),



