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Priklad 1 Urcete takova a,b € R, aby funkce
flz) =2 +ar* + bz +c
méla lokdlni maximum v bodé x = —1 a lokdlni minimum v bodé x = 3.
Reseni: Vypocteme prvnf derivaci funkee f(z)
f'(z) = 32% + 2az + b.

V bodech z = —1 a = = 3, ve kterych ma mit funkce f(z) extrém, musi byt
hodnota jeji prvni derivace f’'(z) nulové, proto

fl(=1)=3-2a+b =0,
f'(38)=27+6a+b =0.

Resime tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

—2a+ b= -3,
6a + b = —27,
jejimz feSenim je a = —3 a b = —9. Presvédéime se jesté, ze v bodé z =

—1 skutecéné nastava lokalni maximum a ze v bodé z = 3 nastava lokalni
minimum. Skuteéné hodnota druhé derivace

f"(z) =6x+2a=06x—6
vbodé x =—1je f"(=1) = —-12 < 0avbodé z =3 je f'(3) =12 > 0.
Piiklad 2 Reste soustavu linedrnich algebraickych rovnic s parametrem p

pr1+ 2x0 = 1,
221 + pxy = 1.



Diskutejte feseni vzhledem k hodnoté parametru p.

ResSeni: Jedna se o nehomogenni soustavu linedrnich algebraickych rovnic.
Matice soustavy
2 p

mé determinant detA = p*> —4 = (p — 2)(p + 2). Matice rozsifena vypada

(131

Nyni uréime ty realné hodnoty parametru p, pro které je matice soustavy
singularni, tzn. kdy detA = 0. Jsou to hodnoty p = —2 a p = 2. Pro vSechny
ostatni hodnoty parametru p # —2 a p # 2 je matice soustavy regularni a
bude existovat pravé jedno feseni soustavy, které lze urcit napt. Cramerovym
pravidlem eid

etA; .
T; = dotd’ 1=1,2,

(1 2 (p 1
w=ig) w-()

Provedeme vypocty determinantii

kde

detA; = detAy, =p—2
a dostavame jediné reseni
1 1
(T1,22) = | ——, ——5
p+2 p+2
platné pro vSsechny hodnoty parametru, pro které p # —2 a p # 2.

Pro hodnotu parametru p = —2 je matice soustavy singularni. Matice
rozsitend (A|b) ma tvar

-2 211 -2 2|1
2 =211 0 0(2 )’

odkud vidime, Ze rank(A) # rank(A|b), tedy soustava nemé feseni, mnoZina
feSeni je ().



Pro hodnotu parametru p = 2 je matice soustavy rovnéz singularni. Rad-
kovymi ekvivalentnimi dpravami prevedeme matici rozsirenou (A|b) do tvaru

2 2]1 2 2]1
2 2]1 0 00/

Zde vidime, ze rank(A) = rank(A|b) = 1. Soustava ma nekoneéné mnoho
reSeni, dimenze mnoziny feseni je 1. Mnozinu TeSeni je mozno zapsat para-
metricky napt. takto

1
xlzi—t,
[Egzt,

nebo pomoci fundamentalniho systému reseni (bdze mnoziny fesent)

(21, 22) = ((=1/2,1)).

Priklad 3 Urcete vzajemnou polohu primek p a ¢, kde piimka p je dana
body A[l,1] a B[2,—1] a pfimka ¢ je ddna body C[0, 3] a D[1,5]. V ptipadé
ruznobéznosti naleznéte jejich prusecik a vypocitejte jejich odchylku.

Reseni: Parametrické rovnice danych primek jsou:

prrx=1+t q:r =S5
y=1-2¢t y=3+2s

kde t, s € R. Porovnanim dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych

1+t=s
1—-2t=3+2s
jejiz feseni jet = —1 a s = 0. Piimky p a ¢ jsou tedy riznobézné s prisecikem

0, 3]. Jejich odchylka « je
] - | V55 5
a = 53°8

Ccos o =



Priklad 4 Najdéte obecné feseni linearni diferencialni rovnice prvniho radu

22y = 6y — a°.

Reseni: Linearni diferencialni rovnici 1ze tesit bud metodou wvariace kon-
stanty nebo metodou integracniho faktoru. Rovnici napted roziesime vzhle-

dem k derivaci
, 3 x
Yy =-y—3.
T 2
Metoda wvariace konstanty: VyTesime nejdiive prislusnou homogenizovanou

diferencialni rovnici

, 3
y=-y
x
Provedeme separaci proménnych
d 3
L
Y x

a po integraci obou stran rovnice dostavame
d dx
/—y::&/— = Inly| =3z +C,
Y x
kde C' € R je libovolna integracni konstanta. Po odlogaritmovani obdrzime
obecné Teseni homogenizované diferencialni rovnice ve tvaru
yn(r) = K2°, K €R.

Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice y,(z) pfedpoklddame ve tvaru
yp(z) = K(x) 2%, kde K (z) je tzv. variovand konstanta. Dosazenim do rovnice
obdrzime jednoduchou diferenciélni rovnici pro nezndmou K (x):

x
! 3 _
K'(z)z®° = 5
coz po integraci davda K(z) = % Takze partikularni reseni nehomogenni
rovnice vypada
1, a?



Konecéné mnozinu vsech teseni linearni diferencialni rovnice lze vyjadrit ve

tvaru
2

X
y(z) = yp(x) + yp(x) = Kz + 5 K e R.

Metoda integracniho faktoru: obé strany diferencidlni rovnice

, 3 x
Yy = xy 9
nasobime funkci )
e f% _6731nm =,
23
tzv. integracnim faktorem a dostavame
ly_3 1 1, 3 1
2V Tl T o BV T T T

Levé strana posledni rovnice je derivaci vyrazu 2, takZe obé strany rovnice
< - )l 1
x3 2x2

Y dx 1
_— = — _— = — C
a3 202 2z +o

kde C' € R je integra¢ni konstanta. Takze obecné Teseni pak je

lze pfimo integrovat

2

y(x) = % +Cax*, CeR.
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Priklad 1 Urcete hodnotu parametru p € R ve funkéni zavislosti

tak, aby objem télesa vzniklého rotaci grafu této funkce f(z) kolem osy z v
mezich z € (0;a) mél jednotkovy objem.

ReSeni: Objem télesa vzniklého rotaci grafu funkce f(z) kolem osy = v
mezich x € (0;a) vypocteme podle vzorce

V= W/Oa f(z)dz

V nasem pripadé

a a 2 @ 2 2

V= 7r/ (p/z)?dx = 7Tp2/ Vadr = mp? {3x\/5} = gﬂp2a\/a = §7Tp2a3/2
0 0 0

Ma-li byt objem rotacniho télesa jednotkovy

2
gﬂ'}?QCL\/E =1,

dostavame, ze parametr p ve funkéni zévislosti f(x) = p/x musi byt roven
B 3 3
b= omar/a  \ 2mad/?’

Piiklad 2 Reste soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic s parametry
a,beR

ar; —To =1,

r1+ x9 = b.



Diskutejte feseni vzhledem k hodnotam parametrii a, b.

Reseni: Jedna se o nehomogenni soustavu linearnich algebraickych rovnic.

Matice soustavy
a —1

méa determinant detA = a + 1. Matice rozsitena vypada
a —1]|1
am=(5 )
Matice soustavy je singularni pro hodnotu parametru a = —1. Pro vSechny
ostatni hodnoty parametru a # —1 je matice soustavy regularni a bude exis-

tovat pravé jedno feseni soustavy, které lze urcit naptr. Cramerovym pravi-

dlem det A
A =19

T dea (T

1 -1 a 1
A:Q>1» &:<1J'

Provedeme vypocty determinantii

kde

detA; =14+0b detAy =ab—1

a dostavame jediné reseni

a+1 a+1

(21, 2) = <b+1 ab — 1>

platné pro vsechny hodnoty parametru, pro které a # —1.

Pro hodnotu parametru a = —1 je matice soustavy singularni. Matici
rozsitenou (A|b) lze fadkovou ekvivalentni tipravou prevést na tvar

-1 —1]1 -1 —-1] 1
1 110 0 0]1+0b )"

odkud vidime, ze v pripadé 1 +b = 0, tzn. b = —1, plati rank(A) =
rank(AJ|b) = 1. To znamend, ze v piipadé a = —1,b = —1 ma soustava



nekoneéné mnoho feseni, dimenze mnoziny teseni je 1. Mnozinu TeSeni je
mozno zapsat parametricky napt. takto

.fEl:t, 1’2:—1—t, teR

nebo takto
%1:—1—15, l’gzt, teR

nebo pomoci fundamentélniho systému feseni (bdze mnoziny feSeni)
(1, 22) = ((1,=2)).

V piipadé a = —1,b # —1 vidime, ze rank(A) # rank(A|b), tedy soustava
nemd FeSeni, mnozina reSeni je ().

Priklad 3 Do koule poloméru r je vepsan kvadr, jehoz rozméry a, b, ¢ jsou v
poméru 2 : 3 : 6. Urcete v jakém pomeéru jsou objemy téchto téles a v jakém
poméru jsou povrchy téchto téles.

Reseni: Skutecnost, ze kvadr o rozmérech a, b, ¢ je vepsan do koule poloméru
r znamena, ze télesova uhlopricka kvadru

u=va®+b*+c?
se rovna pruméru koule, tedy
u=va*+b*+c? = 2r. (1)

Rozméry kvadru a, b, ¢ jsou v pomeéru 2 : 3 : 6, lze proto psat

a = 2p,
b= 3p,
c = 06p,

kde p > 0 je redlny parametr. Pro velikost télesové uhlopricky takového
kvadru pak dostavame

u=vVa2+b+c2= \/4p2 + 9p? + 36p? = \/49p2 = Tp.




Ma - 1i platit (1), Ize hodnotu parametru p vyjadiit pomoci poloméru koule
r jako p = 2r /7. Objem naseho kvadru tedy je

2r\% 288
Viesde = @ -b-¢ = 2p - 3p - 6p = 36 3236() _ =0
kvad a c p - op-bp P 7 3437"
Pro objem koule poloméru r plati
4
‘/koule = 5777'3-
Hledany pomér objemi téchto téles tedy je
4.3
ST 4-3437 3437 216
‘/oue:‘/vér:3 = = ) bra ¢ Vvérzvouezi'
koul kvad %7"3 3. 988 216 opracene kvad koul YL
Povrch naseho kvadru je
2r\? 288
Prviar = 2(a-b+a-c+b-c) = 2(2p-3p+2p-6p+3p-6p) = T2p* = 72 (;) = 4—97’2.
Pro povrch koule poloméru r plati
Pkoule = 471'7"2.
Hledany pomér povrchi téchto téles tedy je
drr? 4947 497w L. 72
Pkoule . kaé,dr == %T2 = 238 = 79 s obracené kaa',dr : Pkoule = 74971.

Priklad 4 Najdéte obecné feseni linearni diferencialni rovnice prvniho radu
22y +ay+1=0.

Reseni: Linearni diferencialni rovnici 1ze tesit bud metodou wvariace kon-
stanty nebo metodou integracniho faktoru. Rovnici napted roziesime vzhle-
dem k derivaci



Metoda wvariace konstanty: Vytesime nejdiive piislusnou homogenizovanou
diferencialni rovnici

y =-2
x
Provedeme separaci proménnych
dy  dx
y

a po integraci obou stran rovnice dostavame

d d
/—yz—/—x = Inly|=—In|z|+C,
Yy T

kde C € R je libovolna integracni konstanta. Po odlogaritmovani obdrzime
obecné Teseni homogenizované diferencialni rovnice ve tvaru

K
yn(x) = " K eR.

Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice y,(z) pfedpoklddame ve tvaru
K(z

yp(x) = K@) kde K(x) je tzv. variovand konstanta. Dosazenim do rovnice
p T

obdrzime jednoduchou diferenciélni rovnici pro neznamou K (x):

K'(z) 1
A
coZ po integraci dava K (x) = — In |x|. TakZze partikuldrni feSeni nehomogenni
rovnice vypada
K(z) In|z|
r)=—7-=— .
Yp() T T

Konecné mnozinu vsSech feseni linearni diferencialni rovnice lze vyjadrit ve
tvaru
K In|z] K-—In|x|
y(@) = yn(z) + yple) = — — = , KeR.

T T T

Metoda integracniho faktoru: obé strany diferencidlni rovnice

nasobime funkei



tzv. integracnim faktorem a dostdvame

/ 1 / 1
vy =-—y-—, = ayty=-——.

Levéa strana posledni rovnice je derivaci soucinu xy, takze obé strany rovnice

1
!

xy) = —
(wy) =——
lze primo integrovat

d

Ty = — R —In|z| + C,
x

kde C' € R je integracni konstanta. Takze obecné Teseni v explicitnim tvaru
pak je

 —Infz|+C
= , 7

y(x) C eR.



