Spravné FeSeni pisemné zkousky z matematiky- varianta A
Ptijimaci fizeni do NMgr. studia uéitelskych obori 2010

Priklad 1.
VysSettete pribeh funkce v jejim maximalnim definiénim oboru a nacrtnéte jeji graf
y= v
x? -1

Urcete paritu (sudd/lichd), periodicka /neperiodicka, pruseciky s osami, obor hodnot, intervaly
monotdnnosti, intervaly na kterych je konvexni /konkavni, inflexni body a asymptoty.

Reseni:
Defini¢ni obor- vylou¢ime nulu ve jmenovateli, tj. D( f ):R—{i 1}, funkce je spojita

v kazdém bodé definiéniho oboru.

Funkce neni periodickd, neni sud4, ale je licha, protoze f (— x) =—f (x) To také znamena, Ze
nam staci vySetfit pribéh funkce pouze v ,,poloviné* defini¢niho oboru, tj. na [O,I)U (l,oo).

Extrémy- pouzijeme derivaci funkce.

;o 3a362()c2 —l)—x3 2x xt—3x?

S N .

kde neexistuje. ReSenim rovnice »'=0 dostaneme x, = —\/g, x=0x, = \/g . UrCenim

. Body podezielé z extrému jsou tam, kde y'=0 nebo

znaménka pak dostaneme, Ze funkce je na

(0,1) klesajici.

(1, V3 ) klesajici.

a na (\/g,oo) rostouci.

V bod¢ x, = V3 je tedy ostré lokalni minimum.

Konvexnost a konkavnost uré¢ime z druhé derivace. Po upravé dostaneme
. 2x% +6x

-

komplexni (nelezi v R).
Jelikoz
3"(0.5)< 0 je funkce na (0,1) konkavni, a »"(2)> 0 tedy na (I,50) je konvexni.

Resenim rovnice f ”(x)zO dostaneme x =0, zbylé dva kofeny jsou

Asymptoty:
Ptimka x =1 je svisld asymptota, asymptota pro x > © je y =x.
Graf funkce je



Priklad 2.
Reste soustavu linedrnich algebraickych rovnic

Urcete dimenzi vektorového prostoru feSeni a alespoii jednu jeho bazi.

Reseni:

Jedna se o soustavu linedrnich algebraickych rovnic homogennich. Elementarnimi fadkovymi
transformacemi mizeme upravit na

-1 2 3 I 2 3 1 2 3
1 -4 -13|=|0 -2 -10|=|0 -2 -10
-3 5 4 0 -1 -5 0 O 0

Tedy podprostor feSeni méa dimenzi 1, zvolime parametr x; =¢, pak dostaneme x, =—5¢ a

x, =7t tedy feSeni je linearni obal < (-7,-51) >

Priklad 3.

Vypoététe obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami y =x> —2x a y=x.

Reseni:

Nalezneme priseciky paraboly s osou x a obsah plochy rozdélime na dil¢i ¢asti. U obsahu
uréime znaménko s ohleme na to, zda je ,,pfislusna ¢ast* nad a nebo pod osou x.

2 2 3
S=8§+85,+8;= _[xdx— _[(x2 - 2x)dx +I(x— (x2 — 2x))dx
0 0 2
Po tpravé a vypocteni integralii dostaneme



Piiklad 4.
Rozhodnéte, zda struktura (Z 4,+,-) zbytkovych tfid modulo 4 spolu s operaci scitani a

nasobeni modulo 4 tvofi okruh, obor integrity nebo téleso.
Zbytkové tridy modulo 4 jsou definovany jako rozklad mnoziny celych c¢isel podle

kongruence a=b mod4 < 4 | (a—b).

Reseni:

MnozZina Z, obsahuje 4 zbytkové tfidy modulo 4, ozna¢me je Z, = {0,1,2,3}. Spolu s operaci
s¢itani modulo 4 tvoii komutativni grupu, viz. tabulka (uzavfenost na operaci, komutativita,
neutralni prvek je téida 0, inverze).

W=D+
WIN OO
S| W[ ==
— O |WIN[N
N O|W(W

Ale pozor, s operaci ndsobeni modulo 4 netvofi grupu, nebot’ naptiklad prvek 2 nema inverzi.

WIN|— O *
(s>} len) fen)l Fen) Kaw)
W=D
[\l K} i \O ] Fan) § \O]
— WO Ww

Ttida 2 je zaroven tzv. délitelem nuly, protoze 2#0, ale 2-2=0. Struktura tvoii pouze
okruh.



1

Piiklad 1: Vysetiete pribeh funkce f(x) = e* (x +2).

Resent:

Je D(f) = — {0} a fix) je spojitd v D(f). Snadno se téz zjisti, Ze f{x) neni ani suda ani
licha.

1 1 1
lim e*(x+2) = - o (je totiz lim — =0, lim e* =¢” =1, lim (x +2) = — ®);
X—>—00 X—>—0 x X—>—00 X—>—00
1 1 1 1
obdobn¢ lim ex(x+2) = 0. Dale lil’(I)l e* (x+2) =0, protoze 1irg1 — =— o0, 1irg1 e* =0 a
xX—w x—0- x0- X—0—

1 1
1 | 1
lim e* (x+2) = oo, protoze lim — = 00, lim e* = 0.

x—0+ x—0+ X x—0+

1 1 I
- (-1 - 1 S 2y
fx)= e".(—zj(x+2) + e* ex.(l—xtzj =e". x—fz pro x # 0.
X x

11
Vzhledem k tomu, Ze e".? > 0 pro vSechna x € D(f), ,,rozhoduje* o znaménku f "(x)

vyraz x* —x — 2. Piedeviimje f(x) =0 x> —x—2=0,tj. prox; =— 1, x, = 2.
V intervalu (—oo,— 1) je f'(x) > 0, tj. £ (x) je v (—o0,— 1) rostouci.
V intervalu (-1, 0) je f'(x) <0, tj. f(x) je v (-1, 0) klesajici.
V intervalu (0, 2) je f(x) < 0, tj. £ (x) je v (0, 2) klesajici.

V intervalu (2, o) je f'(x) > 0, tj. f(x) je v (2, o) rostouci.

1

V bod¢ x = — 1 nastava lokalni maximum s hodnotou f{— 1) = —.
e

V bodé x = 2 nastéva lok4lni minimum s hodnotou /{2) = 4 e.

(1) X —x-2 L (2x-1) o —2x(x* - x-2)

) = e[?j . + e S -

X

L1
=€‘.—4

(2+x—x2 —x2+2x2+4x) = ei.i“(2+SX) pro x # 0.
X X



Je f7'(x) =0 pro x = _% a o znaménku " "’(x) ,,rozhoduje* Cinitel 5 x + 2. V intervalu

(—o0, _%) je f7'(x) < 0, tj. funkce fix) je v (-0, —%) konkavni. V intervalech (—%, 0)

1(0, 0©) je f'(x) > 0, takze funkce f(x) je v (—% ,0)a (0, o) konvexni.

Bod I = [—%  f (—%) ] je inflexnim bodem grafu funkce f{x). Prisecikem grafu funkce

f(x) s osou x je bod [-2, 0]. Naleznéme ted’ asymptoty: pro x— o0 hleddme piimku o rovnici

y=kx+gq, Cisla k, g najdeme ze vztaht £ = lim @, g = lim (f(x)—kx).
x X—>0

X—0

1

© (x+2 !
im SO i Y2 1Lt k=1.
X—>00 X X—>0 X—>0 X
I 2
X e (1+)—1 -1
1 1 +2z)-1
lim (e*.(x+2)_x) = lim ;{ex (1+gj—1} = lim ——"%— = lim ellx2z)-l
X—0 X0 X X—0 1 X—>0 z
X
. e (14+22)+€°2 ” R . . sy “
= lim = 3 = g; pfi tomto vypoctu jsme prevedli neurcity vyraz ,,00. 0 na

z—>0+

0 o o1 . . : :
» 0, uzili jsme substituci — = z a nakonec i L' Hospitalovo pravidlo. Je tedy rovnice
X

asymptoty grafu funkce f(x) pro x - o y =x + 3. Obdobnymi Gvahami se Ize piesvéd¢it o
tom, Ze stejnou rovnici ma asymptota i pro x — —oo.

s
Vypocteme druhou soufadnici inflexniho bodu: f (—%) = %e > ~ 0,13. K upfesnéni

2
. : LxT=x=2
grafu v levém okoli bodu 0 vypocteme 11)1%1 f(x)= ILIgl e*.————— . Ide o limitu typu
X - P — x
. 1 . .
L0, 0% protore lim 7 = —oo, lime =0, lim (2 — x — 2) = -2, limx* = 0+, 4.
x—0— - x—0— x—0—
) 2 _x-— ) 1 I 2
lim x—xZ = —o0. PiSme proto lim e*.(l————j = lim et(l—t—ztz) =
x—0- X 2 x—>0—- X x2 t—— o0



(1-1-2¢) (1-e-2¢2) - o '
tEI,IL = tEI,IL = , €0Z je limita typu ,,g“. Dvojim uzitim L' Hospitalova
e
l—t—2t2) _4¢ -4 .
pravidla madme lim - = lim —— = lim — =0, . hH{ f(x)=0.
RN e - ) x—0
y A
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Piiklad 2.

Reste soustavu linearnich algebraickych rovnic

Reseni:

ZapiSeme matici soustavy

3 -5 2 42 3 -5 2 4|2 3 -5 2 412
7 -4 1 3 |5|=|0 =23 11 19-1|=~|0 -23 11 19-1
5 7 -4 -6|3 0 —-46 22 381 0 0 0 oO0fl1

tedy soustava nema feSeni.

Priklad 3.

2 2
< . < L . Ly : X
Vypoctéte objem télesa, které je vytvofeno rotaci vnitfku elipsy —- + y_2 =1 kolem osy x.
a

Reseni:
P
Vyjadiime y~ = —2(a - X ), a objem uréime pomoci integralu:
a

2 4 2 a
V:nb— j(az—xz)dx:nb—[azx—lxﬂ :inabz.
a’ a’ 3 41, 3

—a

Priklad 4.



Rozhodnéte, zda struktura (Z6 +) zbytkovych tfid modulo 6 spolu s operaci scitani a

nasobeni modulo 6 tvofi okruh, obor integrity nebo téleso.
Zbytkové tridy modulo 6 jsou definovany jako rozklad mnoziny celych c¢isel podle

kongruence a=b mod 6 < 6 | (a—b).
Reseni:
Mnozina Z, obsahuje 6 zbytkové tfidy modulo 6, ozna¢me je Z, = {0,1,2,3,4,5}. Spolu

s operaci s¢itani modulo 6 tvofi komutativni grupu, viz. tabulka (uzavienost na operaci,
komutativita, neutralni prvek je tiida 0, inverze).

W =S~
AlWIN|—=[OD|Wn|wn

— OB (WINN
N =S nN|H~|W[W

SN[V —|—

N W= O|+
N[ |WIN~|IOIO

Ale pozor, s operaci ndsobeni modulo 6 netvofi grupu, nebot’ naptiklad prvek 2 nema inverzi.

N OO
=N W| RO,

WO W IOIWO|W

NI NN TS 1)

N BRI W=D~

N[RARWIN|—|O] *
(=) elie) el o) o) o)

Ttida 2 je zaroven tzv. délitelem nuly, protoze 2 # 0, ale 2-3=0. Struktura tvofi pouze
okruh.



