Priklad 1.

X
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Vysetiete pribeh funkce y = — v jejim maximalnim defini¢énim oboru a nacrtnéte jeji graf.
X

Reseni:
Definiéni obor x # 0 tedy D(f)= R = {0}. Funkce neni ani suda, ani licha.
Priseciky s osama nejsou.

Extrémy- pouzijeme derivaci funkce.

X X X
cx— -1 '
y':e x2 e (x2 ) Body podezielé zextrému jsou tam, kde y'=0 nebo kde
X X

neexistuje. ReSenim rovnice y’ =0 dostaneme x = 1. Nebot’
y'(~1) < 0 bude funkce na (—,0) klesajici.

(0.5) < 0 bude funkce na (0,1) klesajici.

'(2)> 0 bude funkce na (1,00) rostouci.

V bod¢ x =1 je tedy minimum. V bod¢ x =0 neni funkce definovana.
Konvexnost a konkavnost uréime z druhé derivace. Plati

) ex(x3 —2x? +2x)

y'= 2 . Resenim kubické rovnice x* —2x% +2x =0 dostaneme x =0, zbylé
X

dva kofeny jsou komplexni (nelezi v R).

Jelikoz

y"(~1)< 0 je funkce na (—o0,0) konkévni, a y"(1)> 0 tedy na (0,o0) je konvexni.

Asymptoty:

Asymptota bez smérnice je x=0. Se smérnici pak dostaneme (pouzitim L Hospitalova
pravidla)

ex

k= lim| -~ |= lim (e—],tedy k= lim (e—]:oo a k= lim [e—jzo.
x—>to| X xX—>to0 2 X—>+00 2 X—>—00 2
Dale

x—>-oo| X

q = lim [e_ -0- x} =0 atedy smérnice pro x — —o je y =0. Graf funkce je




Priklad 2:
Reste v R* soustavu rovnic
X +2x, + 3x; =1
Jakou strukturu méa mnozina feSeni?
Reseni:
Jedna se o soustavu linearnich nehomogennich rovnic, s matici soustavy, kterd je singularni,

tedy existuje nekone¢né¢ mnoho feseni.
Matice soustavy:

1 2 3 |1 1 2 311 1 2 3 11
1 -4 -13|0|=|0 -6 —-16|—-1|=|0 -6 -—16|—1]|,cozpfedstavuje soustavu po
2 -2 -10]|1 0 -6 —-16|-1 0 0 0 (0

uprave

Kazdé teSeni lze zapsat jako soucet partikularniho feSeni nehomogenni soustavy a feSeni
ptislusné homogenni soustavy.

, (7 8 ,
ReSeni ptislusné homogenni soustavy je 373 1 , partikularni feSeni nehomogenni

T
2 1
soustavy je naptiklad 3_ ) Z 0 . Tedy kazdé teSeni 1ze zapsat ve tvaru

Priklad 3.
Popiste, v ¢em spociva ditkaz matematickou indukci a poté dokazte, ze pro vSechna piirozena
Cisla n plati

12 +32+5% +..+(2n-1) =§n(2n+1)(2n—1).

Reseni:

Dutikaz matematickou indukci 1ze pouzit pro dikaz vlastnosti vSech prvka induktivni mnoziny,
napft. piirozenych ¢isel. Pokud uvazujeme mnozinu pfirozenych ¢isel N, pak dikaz spociva
v tom, ze VM < N takovou, Ze

I leM
1I. keM=k+leM
plati M =N.

V nasem ptipad¢ v prvnim kroku ukazeme, ze dany soucet plati pro 1, ve druhém kroku, ze za
ptedpokladu, ze plati pro k plati také pro k£ +1. Tim ukdzeme, Ze dany soucet plati pro
vSechny pfirozené Cisla.

L



12 :11
3

I=1

(2-1+1)2-1-1)

ano, plati

IL. Necht plati 17 +3% +5% + ..+ (2k—1) = %k(zk +1)(2k —1). Potom musime ukazat, ze

také

12 +32

+5% 4+ 2k =1) + 2k +1)-1) :%(k+1)(2(k+1)+1)(2(k+1)—1).

Dosadime z prvni rovnosti a upravujeme:

1

1

gk(zk +1)2k = 1)+ (2(k +1)-1)* = E(k +1)2(k +1)+1)2(k +1)—1)

%k(Zk +1)2k - 1)+ 2k +1)° = %(k +1)(2k +3)(2k +1)

%k(Zk—1)+(2k+1):%(k+1)(2k+3)

protoze
2

2

Clen 2k +1# 0 a tak mizeme kratit. Dale upravime
1

2 k=2 2k
3 3 3 3

2

20 k1= 2k 4 2k
3 3 3 3

coz plati. Z diikkazu matematickou indukci plyne, Ze dany soucet plati pro kazdé ptirozené

¢islo.

Priklad 4.

Uvedte po jednom ptikladu funkce f : R — R, ktera
a) je bijektivni
b) je injektivni a neni bijektivni
c) je surjektivni a neni injektivni

d)
Reseni:

a)

b)

neni injektivni ani surjektivni.

Ma li byt redlnd funkce f:R— R, jedné redlné proménné (pfifazuje tedy
kazdémux € R pravé jedno y = f(x) € R) bijektivni, znamena to, ze kazdym dvéma
riznym x,,x, € R jsou pfifazeny rtizné funkcni hodnoty f(x,)# f(x,) a zaroveil
kazdé y € R ma svij jediny vzor f~'(y)=x e R.

Konkrétn€¢ napt. identita y =x, pfimé umérnosti y =k-x, nekonstantni linearni
funkce y=a-x+b, nebo  mocninné  funkce  slichym  mocnitelem

y=x",n=3)5,..nebo knim inverzni odmocninové funkce s lichym odmocnitelem

y= %,n =35,....

Ma li byt redlna funkce f:R — R jedné redlné proménné injektivni, znamena to, ze
kazdym dvéma riznym x,,x, € R jsou piifazeny rizné funkéni hodnoty



d)

f(x,)# f(x,). Pokud v8ak navic nema byt bijektivni, znamena to ze né kazdé¢ y € R
musi mit svilj vzor. Konkrétné napt. exponencidlni funkce y =exp(ax),a € R jsou
injektivni, ale nabyvaji pouze kladnych hodnot, tedy nula ani Zadné zaporné cislo
nemaji svlj vzor pii zobrazeni exponencialni funkei y = exp(ax).

Ma li byt redlnd funkce f:R — R surjektivni, znamend to, ze kazdé ye R ma
néjakou neprdzdnou mnozinu vzord a pokud nema byt injektivni, znamena to, Ze neni
splnéno, Zze kazdym dvéma riznym x,,x, € R jsou pfifazeny rizné funkéni hodnoty
f(x))# f(x,). Konkrétn¢ napt. funkce y = x(x—1)(x—2) nabyva nulové hodnoty
pro tfi rizné hodnoty x =0,1,2 , pfitom jeji obor hodnot je celé R. Jinym piikladem
je napft. funkce y =rg(x), ktera sice neni definovana na celém R (az na liché nasobky
7/2), ale jeji funkéni hodnoty vyplni celé R. Jelikoz je periodicka neni injektivni a
kazdé y € R ma nekonecn¢ mnoho vzort.

Funkce, které nejsou ani injektivni ani surjektivni, napt. vSechny kvadratické funkce
, nebo goniometrické funkce

y=ax’ +bx+c, funkce absolutni hodnota y = |x

y=sinx, y =COSX.



